11. 1. GRANIASTOSLUPY




Graniastostup prawidtowy czworatay

Graniastostup prawidtowy tréogkny

>
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K aty w graniastostupie

a — kat nachylenia przektnej sciany bocznej do kragdzi podstawy

B — kat nachylenia przeftnej graniastostupa do podstawy

v — kat nachylenia przetnej graniastostupa diany bocznej

a — kat nachylenia przedtnej sciany bocznej do kragdzi bocznej

B — kat nachylenia przedtnej sciany bocznej dossiedniejsciany

bocznej

Przyktad 11.1.1Podstaw graniastostupa prostego jest rownolegtobok o bokaic6

oraz kacie30° . Oblicz obgtos¢ tego graniastostupa wieglz ze jego pole
powierzchni catkowitej jest rbwne 72.

Rozwigzanie

Komentarz

b,

Dane:
a==6
b=4
a =30
P.=72

Szukane:
V=2

P. = 2absina + 2aH + 2bH

Wzory:
V =absina [H

Analiza zadania.

Przy obliczaniu olgjtosci graniastostupa
wykorzystujemy wzoN = Pp [H.
Poniewa podstaw graniastostupa jest
réwnolegtobok, toPp, = absina .

ZatemV = absina [H

Piszic wzor na pole powierzchni catkowite
graniastostupa wykorzystujemy

wzorF; = 2Py + H, . Poniewa
Pp = absina oraz powierzchriboczm

tworza dwa prostokty o bokacha i H
oraz dwa prostafty o bokachbi H
zatemP, = 2absina + 2aH + 2bH

j




P, = 2absinag + 2aH + 2bH Wykorzystup wzér na pole powierzchni
72=2[6[4[sin30° + 2[6H +2[4H catkowite] obliczamyH

72= 48% +12H +8H

72=24+20H

—20H =24-72

- 20H =-48/ : (- 20)

H=24

V = absinag [H Obliczamy obgtos¢ graniastostupa.
V =6[4[sin3C°[2,4

V= 24[—];— (P4

V =288

Szd&cian ( graniastostup foremny) — graniastostup, lgoresszystkiesciany s kwadratami

a - krawedz szécianu
D —przekitna szécianu D = a\/f_i
a  d- przektnasciany széciany d = a2

Wz6ér na pole powierzchni catkowitej seeanu: P, = 6a’
3

Wz6r n obgtosé szécianu:V = a

Przyktad 11.1.20blicz kosinus 4ta jaki tworzy przeitna szécianu z jego podstaw

Rozwigzanie Komentarz
Analiza zadania.
G K _
» Wykazemy, ze przel§tna szécianu wyraa
' sic wzoremD = a\/§.
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Szukane: Wzory: Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa:
cosa = ? D = a/3 a’+d?=D?
d = a2 Za d podstawiamy wzéd = a2
2
22 +(a2) = D2
a? +2a% =D?
3a?=D?
D =a/3
o Obliczmy Cco<@a .
D
a
o -
A d L
d Korzystamy z definicji kosinusa:
cosa =— rzyprost&atna_ pr¥_a
5 cogy = PIZYPIOS tipty_
rzeciwpraiokatna
a2 P P
Cosa =——
a\/é Po podstawieniu wzoréw
\/E \/é D =av3, d :a\/E , skréceniu a
cosa = T G\/—— oraz usurgciu niewymierngci z
3 43 mianownika otrzymujemy war§é CO<Q
6
cosqa = —
3

Prostopadiccian — graniastostup, ktdrego wszystkmany s prostoktami.

a

Wz6r na pole powierzchni catkowitej prostopadianu:

P. = 2ab+2ac+ 2bc

Wz6r na ohjtosé prostopadiécianu:V = alblc

a ,b, c- krawedzie prostopadkzianu
D - przeltna prostopadizianu




Przyktad 11.1.3Dtugasci krawedzi wychodacych z jednego wierzchotka
prostopadtécianu g liczbami tworacymi ciag geometryczny, w ktorym najmniejszy
wyraz jest rowny 2. Przgkna tego prostopadioianu ma dtugé J52.

Oblicz pole powierzchni i objos¢ prostopadtécianu.

Rozwigzanie Komentarz

Analiza zadania.

Przy obliczaniu olgjtosci
prostopadiécianu wykorzystujemy

wzérV = Pp [H . Poniewa
podstavy prostopadtécianu jest
prostokt, to Py = ab, a wysokéé

D prostopadtécianu H =C .,
zatemV = abc

Scianami prostopadigianu g dwa
C L .
- — — — — — - = prostokity o bokacha i b; dwa
~ prostolty o bokacHd i C oraz dwa
s d b prostokty o bokacha i C, zatem
P. = 2ab+ 2ac+ 2bc

Dane: Szukane: Wzory:

a=2 V=7 V = alblc

D =+/52 P.=? P, =2ab+2ac+2bc
a,b, ¢ - ciag geometryczny

b2 - alt Wykorzystupc zaleznosé miedzy
- trzema kolejnymi wyrazami a, b, ¢
b2 =2 ciagu geometrycznego:

b2 = alc, zapisujemy pierwsze
réwnanie z niewiadomynid i C

L Wykorzystupc twierdzenia
Pitagorasa zapisujemy wzoér na
przekytna podstawy
prostopadiécianu.




Wykorzystupc twierdzenia

E
Pitagorasa zapisujemy drugie
réwnanie z niewiadomynid i C
D
c
@
A d L
C2 + d2 — D2
2
c2+4+h% =52
c2+b?=52-4
c2+b? =48
b2 - 2 Rozwiazujemy metod podstawiania
B uktad réwna z niewiadomymbi C.
¢ +b% =48
c?+2c=48
C2 +2c-48=0 Rozwiazujac réwnanie kwadratowe

A =22 -400{-48)=4+192=196
_-2-196 _-2-14_-16

C = -8
1 20 2 2 R
—2+./196 -2+14
C2= = =6
2M 2
b2:2c
b2 =26
b2 =12
b=243

stosujemy wzory:

A=b? -4k
_—b-JA __ -b+A
X =———— i Xg = ——
2a 2a

Poniewa C = —8 nie spetnia
warunkow zadania , zate@= 6.

Obliczamyb

V =alblt=2[RJ/3B =244/3

P. = 2ab+2ac+2bc= 2223+ 226+ 2236 =

=8J3+24+24/3=32/3+24

ObliczamyV i P,




Graniastostup prawidtowy czworokatny — graniastostup, ktérego podstaviyksvadratami
asciany boczne
prostokgtami.

a - krawedz podstawy
b — krawedz boczna ( wysoké graniastostupa)

d — przeltna podstawyd = a2
D — przeltna graniastostupa prawidtowego czwatimiego

Wz6r na pole powierzchni catkowitej graniastostppawidtowego czworoktnego: P, = 2a? +4ab

Wz6r na obitos¢ graniastostupa prawidtowego czwosthego:V = a 2 )

Przyktad 11.1.4Krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego czwato&go
wynosi 2, a przekna tego graniastostupa 8. Obliczgb§¢, pole powierzchni
catkowite] tego graniastostupa oraz sinaakaki tworzy przeitna graniastostupa
z krawedzia podstawy majca z nia punkt wspaolny.

Rozwigzanie Komentarz

Analiza zadania.

G K

Przy obliczaniu olgjtosci graniastostupa
wykorzystujemy wzoN = Pp [H . Poniewa

podstaw graniastostupa jest kwadrat, to
Pp = a2 ,a wysokeé¢ graniastostupa
H=b,

zatemV = a? [b

Piszic wzor na pole powierzchni catkowitej
L graniastostupa wykorzystujemy

wzorF, = 2Py + R, . Poniewa Py =a

oraz powierzchriboczm tworza cztery
prostokity o bokacra i b ,zatem

P, = 2a? +4ab.

2

Dane: Szukane: Wzory:
a=2 V=2 V = a2 b W obliczenia wykorzystujemy rownienvzor na
D=8 P, =2 P, = 222 +4ab przekytng kwadratud = a\/E

sing = ? d=a\/§




E
D
b
@
A d L
b2 +d2 = D2

2+ (a2 = 82
b2 +(2\/§)2 =64

b? =64-8

b? =56

b=+/56 =404 =214

Korzystaj z twierdzenia Pitagorasa obliczmy
dtugas¢ krawedzi bocznep.

Wykorzystujemy réwnig wzor na przektna
kwadratud = av/2

V =a?b=2%2/14=8/14
P. =2a% +4ab=2[2° + 4[2[2/14 =8+16/14

ObliczamyV i P,

G a K
®
b
d,
L
a? +b?% = dy?
2+ (J56f = a2
4+56= d12
d;® =60

d; =+/60=+/4015= 2,15

Korzystajc z twierdzenia Pitagorasa obliczmy
dlugas¢ przekatnej sciany bocznejdl




Korzystajc z definicji sinusa
E a G .
sing = przyprost&atna naprzeciw a
przeciwprstokatna
obliczamy sinus &a jaki tworzy przeitna
graniastostupa z kramizia podstawy.
D d
L
. d 2y15 1
Singa = _1 = L = E
D 8 4




Przyktad 11.1.50blicz obgtos¢ i pole powierzchni catkowitej graniastostupa

prawidtowego trojgtnego ,w ktérym diug& krawedzi podstawy jest rowna 20
oraz lkat nachylenia przeftnejsciany bocznej dogsiedniejsciany bocznej

ma miae 45° .

Rozwigzanie

Komentarz

F

A a B

Dane:  Szukane:  Wzory:

2
a=20 V=7 vV,

a=45 P, =?

Analiza zadania.

Przy obliczaniu olgjtosci graniastostupa
wykorzystujemy wzoNV = Pp [H . Poniewa
podstaw graniastostupa jest trgjkrownoboczny,
a3

4

a3
4

to Pp=
H=b.

,a wysoké¢ graniastostupa

ZatemV = b

Piszic wz6ér na pole powierzchni catkowitej
graniastostupa wykorzystujemy

wzorF, = 2Py + R, . Poniewa
2
a
P

p oraz powierzchriboczmn tworza

trzy prostolty o bokacta i b

2
zatemP, = 2 Ba4—\/§ +3ab

W obliczenia wykorzystamy rownienzor na

a3

wysokdi¢ trojkata rownobocznegdl = ——

2

2 2

Obliczamy wysoké¢ podstawy graniastostupa.

Korzystapc z definicji sinusa :
przyprost&atna_naprzeciw a

przeciwprgtokatna
obliczmy przektna sciany bocznej .

sing =




: h
sing =—

10V3

sin45° =——
d

v2 _1043

2 d

J2d =20/3/3/2
2d =20J6/:2

d=10J6

22 +p2 = g2

202 +b2 = 10V6)’
400+ b? =600

b2 =200

b=10/2

Korzystajc z twierdzenia Pitagorasa obliczamy
dhugas¢ krawedzi bocznep.

V =

4

2 2
P :2#+%b:29¥+390ﬂwz

:zg‘mgﬂwoo\/izzoo\/éwoo\/i

2 2
afm:204‘/§uo\/_:400‘/§mo\/_=1

ObliczamyV i P,




Graniastostup prawidtowy széciokatny — graniastostup, ktérego podstawami s
sze&ciokaty foremne,
asciany bocznesasprostoktami.

" PN a - krawedz podstawy

i b — krawedz boczna ( wysok& graniastostupa)

i b a3

d — krétsza przeftna podstawyd = ZT

== 5 ? D - diwsza przeitna podstawyD = 2a

Wzér na pole powierzchni graniastostupa prawidtoswszgciokatnego:

2
a“+/3
P =206 2/_ +6ab
Wzor na ob¢tosé graniastostupa prawidtowego semkatnego:
2 \/_
a“c+/3
V =6 (b

Przyktad 11.1.6W graniastostupie prawidtowym sm@okatnym wszystkie krawdzie
maj dtugas¢ 4. Oblicz pole powierzchni catkowitej i alps¢ graniastostupa oraz
diugcici przekatnych graniastostupa.

Rozwigzanie Komentarz

Analiza zadania.

| J

Podstaw graniastostupa jest sméokat

K foremny.
p
b
d2
c-”~ N\F a
taczac wierzchotki széciokata
otrzymujemy sz& tréjkatow

£ a B 5
réownobocznych, dIategG:'p =6 E?— :

Sle




Dane: Szukane:
a=4 V=2
b=4 P, =?

Dl =?

D2 =7

Wzory:

2
v=6B""4—‘/§Eﬂ>
2
PC=2[696‘4—‘/§+6ab
d]_:Z@

d2 =2a

Dluzsza przeltna széciokata foremnego
jest réwna diugéci dwédch bokow tréjkta

réwnobocznegod, = 2a

Krétsza przeltna széciokata foremnego
jest rowna diugéci dwoch wysokéci

3
trojkata rownobocznegot = 2 E?T\/_

Przy obliczaniu olgjtosci graniastostupa
wykorzystujemy wzoN = Pp H.

Poniewa podstaw graniastostupa jest

2
szeciokat foremny, to Pp = 6[—%\/§ a

wysokai¢ graniastostupad =b .,
2
a“+/3
0]
4

Piszic wzOr na pole powierzchni catkowite
graniastostupa wykorzystujemy

wzorF, = 2Py + H, . Poniewa

2
3
Pp =6 % oraz powierzchriboczm
tworzy szé¢ prostoktow o bokacta i b

2
. zatenP; = 2[6@""4—‘/5’ +6ab

ZatemV =

2 2
V=6Ba4—\/§Eﬂ):6EI44—\/§m:6Gk£m=

ObliczamyV i P,

4
=623 2 =96/3
2 2
P. =262 3, gap=124"Y3 4 5 rara =
4 4
=121€2/§ +96= 48,3 +96
Wykorzystupc twierdzenie Pitagorasa
I obliczamy dtugé¢ krétszej przektnej
graniastostupa.
b D,
[
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b? +d,” = D,
42 +(213)% = D,?
16+ 64 = D,?

D, =80

D2:\/8_0:\/16_|:5:4\/§

16+48= D;?
64=D,?
Dl =8
G Wykorzystupc twierdzeniu Pitagorasa
obliczamy dlugéc¢ diuzszej przektnej
graniastostupa.
Korzystamy ze wzord, = 2a
b D,
[
C dz F

CWICZENIA

przekatnej diugaci 12cm.

schemat oceniania

Cwiczenie 11.1.1(3pkt.) Oblicz pole powierzchni catkowitej i @ips¢ szécianu o

Numer Odpowiedz . .
odpowiedzi Liczba punktow
1 Podanie diugéi krawedzi szécianu 1
2 Podanie pola powierzchni catkowitej $zianu. 1
3 Podanie olgtosci szécianu. 1




Cwiczenie 11.1.2(4pkt.) Podstawgraniastostupa prostego jest progtakbokach diugei
4cm;2cm.Oblicz obgtosé i pole powierzchni tego graniastostupa wigrdze jego
przekatna jest nachylona do podstawy patekn 60°.
schemat oceniania

Numer wiedz : .
o dpgwi?e dzi SEEEL Liczba punktow
1 Podanie dlugei przelatnej podstawy graniastostupa 1
2 Podanie wysokii graniastostupa. 1
3 Podanie pola powierzchni catkowitej graniastostupa 1
4 Podanie olijtosci szeécianu graniastostupa. 1

Cwiczenie 11.1.3(5pkt.) W graniastostupie prawidtowym czwostkym przelgtna

podstawy ma dtug@ 3V/2cmi tworzy z przektna $ciany bocznej wychodza
z tego samego wierzchotkatk60° . Oblicz pole powierzchni i offpsé tego
graniastostupa.

schemat oceniania

o degeri?e rdzi leponiE Liczba punktow
1 Podanie diugéri krawedzi podstawy. 1
2 Podanie dlugei przekatnejsciany bocznej 1
3 Podanie dlugéri krawedzi boczne. 1
4 Podanie pola powierzchni catkowitej graniastostupa 1
5 Podanie olijtosci szeécianu graniastostupa. 1

Cwiczenie 11.1.4(3pkt.) W graniastostupie prawidtowym trgikym przelgtnasciany
bocznej jest nachylona do kreazi podstawy diugaci 6cm pod ktem 30° .
Oblicz pole powierzchni i objos¢ graniastostupa.
schemat oceniania

Numer Odpowiedz . .
odpowiedzi Liczba punktow
1 Podanie diugéi krawedzi bocznej 1
2 Podanie pola powierzchni catkowitej graniastostupa 1
3 Podanie olijtosci szeécianu graniastostupa. 1

Cwiczenie 11.1.5(3pkt.) Oblicz pole powierzchni i ofips¢ graniastostupa prawidtowego
széciokatnego, ktorego kragdz podstawy ma dtugo 4+/2 i najdtuzsza

przektnal?2.

schemat oceniania

o degeri?e rdzi SlefponiEes Liczba punktéw
1 Podanie diugéi krawedzi bocznej 1
2 Podanie pola powierzchni catkowitej graniastostupa 1
3 Podanie olgtosci sz&cianu graniastostupa. 1




